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Abstract: The paper presents the roll and the importance of the elastic and safety clutches, dynamic modeling; 
the elastic and safety clutch is included in a mechanical transmission. The next dynamic analysis algorithm is 
proposed: the problems wording of the dynamic modeling; the kinematical and static modeling of the elastic and 
safety clutches; the modeling of the induced correlations of the mechanical characteristics of the motors and 
effectors; the modeling of the semi clutches motion using the Lagrange educations – species II.  
 
1. INTRODUCERE 
 

Verificarea modelului matematic propus pentru determinarea caracteristicii elastice a 
cuplajelor elastice şi de siguranţă, precum şi validarea soluţiei constructive şi tehnologice 
adoptate, se realizază prin compararea  diagramelor toretice cu cele experimentale, 
determinate în regim static şi dinamic [2],[3]. 

Lucrarea are ca obiectiv prioritar modelarea dinamică a CES, considerat inclus în 
transmisia unei maşini.  

 
2. MODELAREA CORELAŢIILOR INDUSE DE CARACTERISTICILE MECANICE ALE    

MOTOARELOR ŞI EFECTOARELOR 
 

Se ştie că, în cazul general, mecanismul este o parte a unei maşini. Ca urmare, fiecare 
intrare a mecanismului este legată la un sistem energetic motor, iar fiecare ieşire este legată 
la un sistem energetic consumator. Fiecare sistem energetic (motor sau consumator) este 
caracterizat printr-o ecuaţie de dependenţă între parametrii exteriori, denumită caracteristică 
mecanică a sistemului energetic. 

În consecinţă, în cazul cuplajului considerat, între parametrii exteriori ai mecanismului 
echivalent bimobil cu L=3 intrări şi ieşiri, sistemele energetice introduc încă L=3 ecuaţii de 
dependenţă de tipul: 

( )M M t1 1 1 1= ϕ ϕ, , ,                        (1) 

( )M M t3 3 3 3= ϕ ϕ, , ,                        (2) 

( )F F sa a a= .                         (3) 
Aceste ecuaţii, împreună cu ecuaţiile descrise de funcţiile de transmitere ale mişcărilor şi 

forţelor, vor forma un sistem de 2L=6 ecuaţii, care permit determinarea celor 2L parametrii 
exteriori. 

Acest subcapitol are ca scop stabilirea celor L=3 parametrii exteriori rămaşi nedeterminaţi, 
prin introducerea celor L=3 caracteristici mecanice ale sistemelor energetice motoare şi 
consumatoare. 
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Fig. 1. Caracteristicile mecanice ale sistemelor energetice motoare şi rezistente 

 
2.1. MODELAREA MOMENTULUI MOTOR 
 

Deoarece descrierea şi reprezentarea funcţiilor tipice ale momentelor de antrenare sunt 
complicate din punct de vedere matematic, pentru acestea se folosesc, de regulă, 
caracteristici echivalente simplificate, accesibile calculelor. 

În cazul studiat, se propune ca soluţie simplificată porţiunea de funcţionare liniară a 
caracteristicii unui motor asincron ( )M M1 1= ω1  (fig.1,a). 

Cazul simplu propus acoperă, în practică, un număr mare de procese tranzitorii de 
încărcare, ecuaţia momentului de torsiune al motorului având următoarea expresie 
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în care a0 reprezintă mărimea momentului convenţional, care se obţine dacă dreapta dată se 
prelungeşte până la intersecţia cu axa ordonatelor, iar b0 - coeficientul unghiular al acestei 
drepte.  

Aceşti coeficienţi se pot scrie în funcţie de caracteristicile tehnice nominale ale motorului 
de antrenare ales (moment nominal şi viteză unghiulară, determinate la rândul lor în funcţie 
de puterea şi turaţia nominală) şi în funcţie de raportul Mmax/Mn, dat în cataloagele de 
motoare. 
 
2.2. MODELAREA MOMENTULUI REZISTENT 
 

Pentru determinarea momentului rezistent, se va considera cazul unei diagrame specifică 
maşinilor percutante, cu moment rezistent mare la funcţionarea de regim (Mşoc) şi cu momet 
rezistent mic la mers în gol (Mtc). O astfel de caracteristică este reprezentată în fig.1,b şi este 
exprimată de ecuaţia 

 
tc3t MM =  , pentru  şi gϕ∈ϕ soctc3t MMM += , pentru rϕ∈ϕ .                   (5) 
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2.3. MODELAREA FORŢEI DIN ARC 
 

În procesul de decuplare, deplasarea tacheţilor conduce la comprimarea arcurilor 
elicoidale. Ca urmare, la comprimarea arcurilor, asupra tacheţilor acţionează forţa rezistentă 

. Cunoscând caracteristica elastică liniară  a arcului, se poate scrie expresia forţei din arc Fa
F F s Ka a1= + 23 a ,                         (6) 

în care  reprezintă forţa de pretensionare a arcurilor, a cărui expresie are forma Fa1

( )( )( ) ( )[ ]
( )( )2B112

122BCCB12
2
021ttc

1a kkLL3
kkL21LLkkm3M

F
μ+−

−−μμ+μμ−−ω+
= ,                 (7) 

unde: ka este rigiditatea arcului; μB – coeficientul de frecare dintre camă şi tachet; B μC – 
coeficientul de frecare dintre camă şi semicuplajul condus; 0ω  - viteza unghiulară relativă 
necesară.  
 Expresia forţei rezistente se va determina pentru cele două faze de decuplare, 
înlocuind pentru deplasarea s23 expresiile corespunzătoare prezentate în tabelul 4.1. 
 
 3. MODELAREA MIŞCĂRII SEMICUPLAJELOR CU AJUTORUL ECUAŢIILOR 

LAGRANGE DE SPEŢA A II-A 
 

Determinarea funcţiilor de transmitere a forţelor, pentru mecanismul bimobil echivalent 
cuplajului elastic şi de siguranţă, se va realiza aplicând ecuaţiile Lagrange de speţa a II-a, 
metodă preferată principiului lui d'Alembert, datorită câtorva avantaje, cum ar fi:  
• 

• 

• 

metoda ecuaţiilor lui Lagrange este mult mai simplu de aplicat, datorită volumului de 
calcul mult mai mic; 
această metodă se pretează foarte bine folosirii softurilor performante de analiză 
dinamică pe calculator; 
explicitând în relaţiile funcţiilor de transmitere ale momentelor, momentele exterioare pe 
baza caractreristicilor mecanice ale sistemelor energetice motor şi rezistent, se obţin 
două ecuaţii diferenţiale care reprezintă ecuaţiile de mişcare ale sistemului. 

 
3.1. PRECIZĂRI PRIVIND APLICAREA ECUAŢIILOR LAGRANGE 
 

La studiul mişcării unui sistem de corpuri rigide, mecanica analitică porneşte de la o serie 
de ipoteze. Dintre acestea, cea mai importantă este ipoteza legăturilor ideale, care premite 
aplicarea principiului lucrului mecanic virtual (puterii mecanice virtuale). În această premiză, 
aplicarea ecuaţiilor lui Lagrange exclude de obicei considerarea forţelor de frecare. Pentru a 
eluda acest dezavantaj, în continuare forţele de frecare vor fi considerate ca forţe exterioare, 
determinarea lor fiind realizată distinct, prin metoda d'Alembert. 
 
3.2. MODELAREA FORŢELOR DE FRECARE PE BAZA METODEI 

D'ALEMBERT 
 
Această etapă urmăreşte determinarea forţelor de frecare FfB şi FfC fig. 2, forţe ale căror 

expresii sunt necesare pentru determinarea forţelor generalizate Q1 şi Q2, din ecuaţiile 

 301 

ANNALS of the ORADEA UNIVERSITY. 

 Fascicle of Management and Technological Engineering 



Lagrange de speţa a II-a  În conformitate cu metoda d'Alembert, pentru determinarea forţelor 
de frecare, se izolează elementul 2 şi se scriu ecuaţiile de echilibru cinetostatic (fig. 2): 

Sistemul rezultat este un sistem compatibil din punct de vedere matematic, componentele 
forţelor de inerţie având expresiile 

 
                           a. Faza I de decuplare                         b. Faza a II-a de decuplare 

Fig.2. Modelarea forţelor de frecare 
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în care a2x şi a2y reprezintă componentele acceleraţiei absolute a tachetului 2, pe axele Ox, 
respectiv Oy; expresiile acestor componente sunt prezentate în tabelul 4.1. 
 În urma rezolvării sistemului (8), rezultă următoarele forţe de frecare: 

( )( ) ( )[ ] ( ){ −−
−−−μμ+μμ−−

μ
= 12a

2302BCCB12

B
fB LLF

ssrL21LL
F  

     ( )[ ( ) ]+μ−ϕμ−ϕ−−ϕμ+ϕ− By23C313C32ix s2cossinLcossinLF  
      ( ) ( )[ ]}Cx23C313C32iy s2sincosLsincosLF μ−ϕμ+ϕ−ϕμ−ϕ+ ,                (10) 
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3iy3ixaBfC cosFsinFFNF ϕ−ϕ+−= .                    (11) 
 
 

3.3. STABILIREA ECUAŢ I ILOR DE MIŞCARE Ş I STUDIUL ACESTORA 
 

Mecanismul echivalent propus fiind bimobil, are două mişcări independente: ( )  şi 

. Pentru determinarea acestora, se vor utiliza cele M=2 funcţii de transmitere ale 
forţelor exterioare, descrise de ecuaţiile Lagrange de speţa a II-a. Ca urmare, incluzând în 
acestea explicitările oferite de caracteristicile mecanice ale sistemelor motoare şi rezistente, 
se obţin ecuaţiile de mişcare ale mecanismului [1]. 

ϕ ϕ ϕ1 1 1, ,

(ϕ ϕ ϕ3 3 3, , )

Expresiile generale ale ecuaţiilor Lagrange de speţa a II-a au forma: 
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unde Ec este energia cinetică a mecansimului, iar Q1, respectiv Q3 sunt forţele generalizate 
exterioare (forţe exterioare reduse la elementul a cărui mişcare este necunoscută - elementul 
1, respectiv 3). 

Forţa redusă Qi este o forţă convenţională, aplicată unui punct ales al elementului - punct 
numit punct de reducere - şi a cărei expresie rezultă din condiţia ca variaţia puterii mecanice 
virtuale, obţinută prin aplicarea acestei forţe elementului de reducere, să fie egală cu variaţia 
puterii dezvoltată de forţele exterioare. Pentru cazul mecanismului considerat, puterea 
mecanică totală se poate scrie sub forma 

2323f2121f23a33113311 vF3vF3vF3MMQQ −−−ϕ−ϕ=ϕ+ϕ ,                (13) 
unde: M1 este momentul motor (la semicuplajul conducător); M3 - momentul rezistent (la 
semicuplajul condus); Fa - forţa rezistentă din arc, pe direcţia comprimării acestuia; Ff21, Ff23 - 
forţele de frecare dintre camă şi tacheţi, respectiv dintre tacheţi şi semicuplajul condus; v21 - 
viteza relativă dintre camă şi tachet; v23 - viteza relativă dintre tachet şi semicuplajul condus. 

Dezvoltând relaţia (13) şi înlocuind expresiile forţelor de frecare se pot determina 
expresiile forţelor generalizate: 

( ) 2fB1fCa11 kF3kFF3MQ −−−= ,                    (14) 
( ) 2fB1fCa33 kF3kFF3MQ +−+−= .                    (15) 

În conformitate cu teorema lui Kőnig [1], energia cinetică a unui element în mişcare 
generală are două componente 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]E E E J v m vr tr
t

G G
t

G= + = +
1
2

1
2

ω ω ,                  (16) 

Er  fiind energia cinetică rezultată din mişcarea de rotaţie a elementului în jurul centrului de 
masă (G), iar Etr  energia cinetică rezultată din mişcarea de translaţie a centrului de masă 
(G). 

Ţinând seama de relaţia (4.26), energia cinetică pentru mecanismul considerat are 
următoarea expresie 

 303 

ANNALS of the ORADEA UNIVERSITY. 

 Fascicle of Management and Technological Engineering 



( )E J m v v Jc x y= + + +0 5 0 5 0 51 1
2

2
2

2
2

3 3
2. . .ϕ ϕ ,                   (17) 

respectiv 

( )[ ]E J m k k Jc t= + − + +0 5 0 53 0 51 1
2
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1 3
2

2
2

3
2

3 3
2. . .ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ .                 (18) 

În expresia energiei cinetice s-au folosit următoarele notaţii:  
J1  - momentul de inerţie masică al părţii de antrenare, redus la arborele conducător;  
J 3  - momentul de inerţie masică al părţii conduse, redus la arborele condus al cuplajului; 
m mt= 3  - masa celor 3 tacheţi; 

y2x2 v,v  - componentele vitezei absolute a tacheţilor pe cele două axe; 
ϕ  - viteza unghiulară a elementului de reducere. 

 
4. CONCLUZII 
  

În urma modelării cinematice şi dinamice a cuplajelor elastice şi de siguranţă şi a 
simulărilor numerice efectuate, se pot formula unele concluzii mai importante. 

 Trecerea punctului de contact camă-tachet dintr-o fază de funcţionare în cealaltă  se 
realizează cu salt de acceleraţie ceea ce conduce la variaţii mari de moment de torsiune  - 
atât la semicuplajul conducător cât şi la cel condus – datorită salturilor de momente 
produse de inerţiile părţilor conducătoare şi conduse ale cuplajului. 

 Funcţionarea cuplajului pe zona de racordare a camei este instabilă datorită scăderii 
bruşte a braţului forţei normale  braţ care la o rotaţie relativă dintre cele două semicuplaje 
de  devine 0. Pentru urmărirea fazelor de funcţionare au fost reprezentate câteva 
poziţii ale camei în mişcarea relativă dintre semicuplaje. Deşi pe porţiune de racordare a 
camei are loc o creştere de moment rezistent, nu se recomandă funcţionarea cuplajului pe 
această porţiune atât, datorită forţei mari de deformaţie din elementele elastice, cât şi 
datorită instabilităţii funcţionării. 

o60=ϕ

 Reglarea forţei de pretensionare a arcurilor are o influenţă deosebită asupra momentului 
de torsiune transmis de cuplaj; astfel, creşterea forţei de pretensionare conduce la 
creşterea capacităţii de preluare a şocurilor; creşterea forţei de pretensionare este 
corespunzătoare funcţionării cuplajului - în punctul de funcţionare nominal - la un unghi de 
rotire relativă între semicuplaje de valoare mică. În cazul în care se doreşte decuplarea de 
sarcină la apariţia celor mai mici şocuri, se recomandă folosirea unor forţe de 
pretensionare mai mici (corespunzătoare unui unghi de rotire relativă dintre semicuplaje – 
în punctul de funcţionare nominal – de valori apropiate unghiului maxim al primei faze 

) . Imaxϕ
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